









Di  dalam  teori  modul  terdapat  modul  khusus  yang  disebut  modul  perkalian  (multiplication 
modules). Misalnya R adalah ring komutatif dengan elemen satuan dan M adalah R‐modul uniter, maka 
M  disebut modul  perkalian  jika  untuk  setiap  submodul N  di M  terdapat  ideal  presentasi  I  di  ring  R 
sehingga berlaku  . Di pihak lain, juga dikenal submodul prima yang ada dalam suatu R‐modul 
M,  yang  termotivasi  dari  definisi  ideal  prima  dalam  suatu  ring  R,  yaitu  dengan  memandang  ring  R 
sebagai modul atas dirinya sendiri (R adalah R‐modul).  
N IM=









Dalam  teori  modul  dikenal  modul  khusus  yang  disebut  modul  perkalian 
(multiplication module).  Jika  R  adalah  ring  komutatif  dengan  elemen  satuan  dan M 
adalah R‐modul uniter, maka M disebut modul perkalian jika untuk setiap submodul N 
di R‐modul M terdapat ideal presentasi I di ring R sehingga berlaku  .  N IM=
Ideal  I di  ring R disebut  ideal prima  jika  ideal  I adalah  ideal sejati  ( )I R≠    dan 
untuk setiap   berlaku  jika ,a b R∈ ab I∈  maka  a I∈  atau  b I∈ . Selanjutnya, dengan 
memandang R sebagai modul atas dirinya sendiri (R adalah R‐modul), maka perkalian 
 dapat dipandang sebagai bentuk perkalian ab I∈ a R∈  (R sebagai ring) dan   (R 
sebagai modul), sehingga  jika  I  ideal prima maka berlaku 
b R∈
a I∈  atau  . 
Hal  ini memotivasi adanya definisi  submodul prima pada R‐modul M. Selanjutnya, N 
disebut  submodul prima di R‐modul M    jika N merupakan  submodul  sejati   
dan  untuk  setiap    berlaku  jika 
( )/Rb Ann R I∈
( )N M≠
,  r R m M∈ ∈ rm N∈   maka    atau 
.  







sama,  yaitu  dengan memandang  R  sebagai modul  atas  dirinya  sendiri  (R  adalah  R‐
modul), maka hal  ini  juga memotivasi adanya definisi modul prima pada R‐modul M, 
yaitu R‐modul M disebut modul prima jika { }0  adalah submodul prima di R‐modul M.  




sifat  submodul  prima  dalam  modul  perkalian  yang  terdapat  dalam  tulisan  ini 
diharapkan dapat menjadi pemantik dalam mengkaji modul perkalian lebih lanjut.  
Literatur  utama  yang  menjadi  acuan  utama  dalam  tulisan  ini  adalah  paper 
(artikel)  karangan  Tekir  (2007)  yang  membahas  tentang  modul  perkalian.  Untuk 
mendukung paper di atas, penulis juga menggunakan paper lain, yaitu paper karangan 
Dauns (1978), yang membahas tentang ring, modul prima, dan submodul prima, yang 
juga  dilengkapi  dengan  beberapa  contoh.  Selain  paper  tersebut,  penulis  juga 
menggunakan paper  karangan Ameri  (2003)  yang membahas  karakteristik  submodul 
prima pada modul perkalian.  
Selain  menggunakan  paper,  tulisan  ini  juga  disusun  dengan  menggunakan 
beberapa buku acuan. Beberapa di antaranya adalah buku karangan Ash  (2000) yang 
membahas pengertian dan dasar‐dasar  ring,  lapangan, dan modul. Selain  itu, penulis 
juga menggunakan buku karangan Fraleigh (1994) dan Rotman (2003) yang membahas 




Dalam  menyusun  tulisan  ini,  pertama‐tama  dipelajari  terlebih  dahulu  materi 
tentang  teori  ring dan  teori modul, dimana kedua hal  tersebut merupakan  landasan 
utama  definisi  maupun  teorema  yang  ada  dalam  tulisan  ini.  Selanjutnya,  dipelajari 







dengan  elemen  satuan  dan  modul  yang  diberikan  adalah  modul  uniter.  Untuk 
sembarang  submodul  N  di  R‐modul  M,  didefinisikan  ( ) { }: |N M r R rM N= ∈ ⊆ .  N 
disebut  submodul prima di R‐modul M    jika N  adalah  submodul  sejati M dan untuk 
setiap  ,    berlaku  jika r R∈ m M∈ rm N∈   maka  m N∈   atau    dengan ( :r N M∈ )( ) { }: |N M r R rM N= ∈ ⊆ .  Definisi  mengenai  submodul  prima  tersebut  dapat 
dinyatakan  juga  dengan  kalimat  sebagai  berikut. Untuk  sebarang  R‐modul M  dan N 
submodul di M, N disebut  submodul prima  jika N adalah  submodul  sejati dan untuk 
setiap  ,   berlaku jika r R∈ \m M N∈ rm N∈  maka  ( : )r N M∈  
Jika  M  adalah  R‐modul,  maka  M  disebut  modul  perkalian  jika  untuk  setiap 
submodul N di M terdapat  ideal  I di ring R sehingga berlaku  N IM= .  I disebut  ideal 
presentasi  dari  submodul  N  atau  lebih  singkatnya  I  adalah  presentasi  dari  N. 
Selanjutnya  M  adalah  R‐modul  perkalian  jika  dan  hanya  jika  untuk  setiap  , 
terdapat  ideal  I  di  ring  R  sehingga  berlaku 
m M∈
Rm IM= .  Kemudian,  jika  diberikan  M  
adalah  R‐modul  perkalian,  maka  untuk  setiap  ,a b M∈ ,  perkalian    didefinisikan 
sebagai hasil kali antara  (  dan  ab)Ra ( )Rb . Lebih jelasnya adalah  ( ) ( )ab Ra Rb= . 
Karena  ( )Ra a=   dan  ( )Rb b=   masing‐masing  adalah  submodul  yang 
dibangun oleh setiap   maka akan terdapat ideal I (ideal presentasi dari  ) 
dan ideal J (ideal presentasi dari 
,a b M∈ ( )Ra( )Rb ) di ring R (karena M adalah R‐modul perkalian) 
sehingga berlaku  ( )Ra IM=  dan  ( )Rb JM= . Berdasarkan definisi hasil kali elemen‐
elemen   di R‐modul perkalian tersebut, maka akan diperoleh : 1 2, ,..., na a a( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 1 1... ... ... ... ' 'n n n na a a Ra Ra Ra I M I M I M I I I M I M N= = = = =  
untuk  suatu  ideal  1 1, ,..., nI I I   di  ring R  dan  submodul N’  dengan  ideal  presentasinya 










1 2NK I I M=
Perlu diketahui bahwa definisi perkalian pada modul perkalian di atas berbeda 
dengan definisi perkalian ideal biasa. Akan diberikan ilustrasi sebagai berikut. Misalnya 
diberikan  M  adalah  R‐modul  dengan  ,  2R M= =Z Z ,  dan  submodul   
untuk himpunan bilangan bulat  . Hal  ini berarti terdapat  ideal 
4N K= = Z
Z 2I J= = Z  sehingga 
berlaku    dan 2 2 4N IM= = =Z Z Z 2 2 4K JM= = =Z Z Z .  Perhatikanlah  perbedaan 
antara kedua definisi perkalian tersebut di bawah ini.  
(i).       (definisi perkalian biasa) 4 4 16NK = =Z Z Z
(ii).    (definisi modul perkalian) ( ) ( )2 2 2 8NK IJ M= = =Z Z Z Z
Ideal  presentasi  untuk  suatu  submodul  di  dalam  modul  perkalian  tidaklah 
tunggal.  Sebagai  contohnya  adalah  dalam  ‐modul  ,  ideal  presentasi  dari 
submodul { Z 5Z3}0  adalah  ( )5n6 Z  dengan  n∈Z , yaitu   ,  , …, dan seterusnya. Karena 
itu  perkalian  submodul‐submodulnya  dapat  dinyatakan  dalam  beberapa  bentuk 
perkalian  ideal‐ideal  presentasi  suatu  submodul  dengan  modulnya.  Misalnya 
  dan 
56Z 106 Z
1 2 3N I M I M I M= = = 1 2 3K J M J M J M= = =   maka  hasil  kali  NK  tidak 
bergantung  dari  ideal  presentasinya  dan  dapat  dinyatakan  sebagai 
. Hal ini termuat dalam Teorema di bawah ini.  1 1 2 2 3 3NK I J M I J M I J M= = =
 
Teorema 1 
Misalkan    dan    masing‐masing  merupakan  submodul  di  R–modul 
perkalian M, maka hasil kali antara   dan K  independen dari ideal‐ideal presentasi di 
 dan K.  




Misalkan  1 2 'N I M I M N= = =  dan  1 2 'K J M J M K= = =  untuk ideal‐ideal  1 1 2 2, , ,I J I J  
di ring R. Akan ditunjukkan bahwa  1 1 2 2 'NK I J M I J M N K '= = = . Selanjutnya diambil 
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sebarang  untuk  suatu 1 1rsm NK I J M∈ = 1,r I s J1∈ ∈   dan  .  Karena 
, maka   sehingga diperoleh  
m M∈
1 2J M J M= 2
1
,       ,
n
i i i i
i
sm p m p J m M== ∈∑ ∈ )( ) (
1 1 1
n n n
i i i i i i
i i i
rsm r p m r p m p rm= = =
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑ ∑  




,     ,  
k
i j j j j
j
rm q z q I z M== ∈∑ ∈
( ) 2 2
1 1 1 1 1 1 1
n n n n n n n
i i i j j i j j j i j
i i j i j i j
rsm p rm p q z p q z q p z I J M= = = = = = =
⎛ ⎞= = = = ∈⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
Karena  untuk  sebarang  ,  memberikan  hasil  ,  maka 1 1rsm NK I J M∈ = 2 2rsm I J M∈
1 1 2 2I J M I J M⊆ .  Dengan  cara  yang  sama  seperti  di  atas,  jika  diambil  sebarang 
untuk suatu 2 2abm NK I J M∈ = 2 2,a I b J∈ ∈  dan  m M∈ . Karena  , maka 
 sehingga diperoleh : 
2 1J M J M=
2
1
,       d ,
n
i i i i
i
bm d m J m M== ∈∑ ∈ )( ) (
1 1 1
n n n
i i i i i i
i i i
abm a d m a d m d am= = =
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑ ∑  
dan karena  , maka 2 1iam I M I M∈ = 1
1
,     ,  
k
i j j j j
j
am x y x I y M== ∈ ∈∑  sehingga 
diperoleh   ( ) 1 1
1 1 1 1 1 1 1
n n n n n n n
i i i j j i j j j i j
i i j i j i j
abm d am d x y d x y x d y I J M= = = = = = =
⎛ ⎞= = = = ∈⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
Karena  untuk  sebarang  ,  memberikan  hasil  ,  maka 2 2abm NK I J M∈ = 1 1abm I J M∈
2 2 1 1I J M I J M⊆ . Dari penjelasan di atas dapat disimpulkan bahwa  1 1 2 2I J M I J M⊆  dan 
1 1 2 2I J M I J M⊇ .  Dengan  kata  lain  1 1 2 2 'NK I J M I J M N K '= = = ,  yang  artinya  hasil 
kali NK independen dengan ideal‐ideal presentasi dari N dan K.  W 
 
Selanjutnya,  M  disebut  R‐modul  modul  setia  (faithful)  jika  { }( ) 0RAnn M =   dan  M 







Misalkan  P  submodul  sejati  di  R‐modul  perkalian  M,  maka  submodul  P  merupakan 
submodul prima jika dan hanya jika  
UV P⊆ ⇒  U  atau V P  P⊆ ⊆
untuk setiap submodul U dan V di modul M.  
Bukti : 
:⇒  Diketahui P submodul prima di R‐modul perkalian M dengan UV . Misalkan  I 
dan  J masing‐masing  adalah  ideal  presentasi  dari  submodul U  dan V, maka  berlaku 
,  ,  dan 
P⊆
U IM= V JM= ( )( )UV IM JM IJM P= = ⊆ .  Selanjutnya  diambil  sebarang ( )ab m IJM P∈ ⊆  untuk  suatu    a I∈ ,  b J∈  dan  m M∈ . Karena P  submodul prima 
maka  ( ):P M   ideal  prima  dan  untuk  sebarang  \ ,  m M P r R∈ ∈   berlaku  jika ( )ab m P∈   maka  .  Karena ( ) ( ):ab P M∈ ( ):P M   ideal  prima    maka  jika 
 maka   atau ( ) ( :ab P M∈ ) )( :a P M∈ ( ):b P M∈ , yang artinya   atau   
untuk setiap  .  
am P∈ bm P∈
m M∈
Dari  sini diperoleh   atau    (karena  sebelumnya  U P⊆ V P⊆ am IM U∈ =  dan 
). Dengan demikian, terbukti bahwa jika P submodul prima di R‐modul M 
maka berlaku jika UV  maka U  atau V  untuk suatu submodul U, V di R‐
modul M.  
bm JM V∈ =
P⊆ P⊆ P⊆
W 
:⇐  Diketahui P  submodul di R‐modul perkalian M dengan    P M≠  dan berlaku  jika 
 maka    atau   untuk  suatu  submodul‐submodul U dan V di R‐
modul M. Selanjutnya diambil sebarang 
UV P⊆  U P⊆ V P⊆
rx P∈  untuk sebarang  r R∈  dan  \x M P∈ . 
Untuk  suatu  ,  jika    maka m M∈ rM P⊆/ rm P∉ .  Misalkan  I  dan  J  masing‐masing 
adalah  ideal presentasi dari rx dan m, maka dapat dibentuk submodul yang dibangun 
oleh rx dan m  yaitu:  ( )( ) ( )( ) .rx m Rrx Rm Rx Rrm IM JM IJM P= = = = ⊆  
Berdasarkan  hipotesis, maka  berlaku  ( )Rx P⊆   atau  ( )Rrm P⊆   yang  artinya  x P∈  
atau  .  Hal  ini  merupakan  kontradiksi  karena rm P∈ x P∉   atau  .  Dari  sini, 
diperoleh  bahwa  untuk  setiap 
rm P∉
r R∈   dan  \x M P∈ ,  jika  rx P∈   maka  , ( ):r M P∈
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yang  artinya  P  adalah  submodul  prima  di  R‐modul  M.    Dengan  demikian,  terbukti 








'mm P⊆ ⇒   m P∈  atau  'm P∈  
untuk setiap  , 'm m M∈ .  
Bukti : 
Diketahui  P  submodul  prima  di  R‐modul  M  dan  P M≠ .  Selanjutnya  diambil 
sebarang    dengan  .  Dari  sini  dapat  dibentuk  submodul  yang 
dibangun oleh  '  yaitu 
, 'm m M∈ 'mm P⊆
mm ' 'mm m m P= ⊆ . Karena  , 'm m M∈  maka  ,  'm m  
adalah  submodul‐submodul  di  R‐modul M. Dari  Teorema  2  di  atas, maka  diperoleh 







'  mm P⊆ ⇒ m P∈  atau  'm P∈  untuk setiap  ., 'm m M∈ W 
 
Definisi 4 




*mn S∩ ≠∅  untuk sebarang  , *m n S∈ . 
 
Proposisi 5 
Misalkan  M  adalah  R‐modul  perkalian,  maka  submodul  sejati      di  R‐modul N M  
merupakan  submodul prima  jika dan hanya  jika himpunan  \M N   tertutup  terhadap 
perkalian.   
Bukti : 






:⇒ Diketahui  submodul  N  merupakan  submodul  prima.  Selanjutnya  diambil 
sebarang  ,  yang  berarti , \a b M N∈ ,a b N∉ .  Karena    submodul  N  merupakan 




,a b M∈ ab N⊆ a N∈  dan b N∈ . Dari sini, karena   dan 
,  maka  dapat  diperoleh  ,  sehingga  berlaku  . 
Karena  hal ini berlaku untuk sebarang  
,a b N∉
ab N⊆/ \ab M N⊆ ( \ )ab M N∩ ≠ ∅
, \a b M N∈ , maka himpunan  \M N  tertutup 
terhadap perkalian. Dengan demikian,  terbukti bahwa  jika N adalah  submodul prima 
pada R‐modul perkalian M maka  \M N  tertutup terhadap perkalian.  W 
:⇐ Diketahui  himpunan  \M N   tertutup  terhadap  perkalian.  Selanjutnya  diambil 
sebarang   yang berakibat ,a b N∉ , \a b M N∉ . Karena  \M N  tertutup perkaliannya, 
maka  untuk  sebarang    berlaku , \a b M N∈ ( \ )ab M N∩ ≠ ∅ .  Dari  sini  karena 
 dan  , maka berakibat  . Dengan kata lain, jika   
dan   maka  berlaku  ,  yang  artinya N  adalah  submodul  prima.  Dengan 
demikian,  terbukti  bahwa  jika 
,a b N∉ ( \ )ab M N∩ ≠ ∅ ab N⊆/ a N∉
b N∉ ab N⊆/












submodul  prima  jika  dan  hanya  jika  /M N   adalah  daerah  integral  (tidak  memuat 
pembagi nol).  
Bukti : 




sebagai berikut. Untuk sebarang  m M∈  dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh 
m, yaitu  m Rm M= ⊆ . Karena M adalah R‐modul perkalian maka terdapat ideal I di 
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ring  R  sehingga  berlaku  .  Selanjutnya,  untuk  sebarang Rm IM= /m M N∈   dapat 
dibentuk  submodul  yang  dibangun  oleh  m ,  yaitu  /m Rm M N= ⊆ .  Perhatikan 
bahwa :  ( )Rm R m N Rm N IM N= + = + = +  
Perhatikan  juga  bahwa  ( )/IM N I M N+ = .  (karena  untuk  sebarang 
am IM N∈ +   berlaku  ( ) ( )/am N am am a m N I M N+ = = = + ∈   yang  artinya ( / )IM N I M N+ ⊆  dan untuk  ( )/am I M N∈  berlaku  am am am N IM N= = + ∈ + ). 
Dari sini diperoleh  ( )/Rm I M N= , yang artinya untuk sebarang  /m M N∈  terdapat 
ideal I di ring R sehingga berlaku  Rm IM= . Dengan kata  lain,  /M N  adalah R‐modul 
perkalian.      
Selanjutnya  diandaikan  /M N   memiliki  pembagi  nol.  Selanjutnya  diambil 
sebarang  /0M N a M N≠ ∈ /   pembagi  nol  di  /M N   dengan  a M∈ ,  maka  terdapat 
/0M N b M N≠ ∈ /   dengan    sehingga  berlaku b M∈ / /. 0 0M Na b ab= = = M N ,  yang 
artinya  . Karena N  submodul prima maka berlaku ab N∈ a N∈   atau  . Hal  ini 
kontradiksi dengan 
b N∈
/0 /M N a M N≠ ∈  dan  /0M N b M N≠ ∈ /   (yang berarti   dan 
).  Dari  sini  diperoleh  pengandaian  salah  dan  haruslah 
a N∉
b N∉ /M N   tidak  memiliki 
pembagi nol, yang artinya  /M N  adalah daerah  integral. Dengan demikian,  terbukti 
bahwa  jika  N  adalah  submodul  prima  di  R‐modul  M  maka  /M N   adalah  daerah 
integral.  W 
:⇐  Diketahui  /M N  tidak memuat pembagi nol. Misalkan   dengan  . 
Karena 
ab N⊆ ,a b M∈
ab N=   diperoleh  0ab = .  Karena  /M N   tidak memiliki  pembagi  nol, maka 
/0M Na =  atau  /0M Nb = . Dari sini diperoleh : 
/0 0M Na a N N a N N a= ⇔ + = + ⇔ + = ⇔ ∈N  
Dengan cara yang sama, maka diperoleh : 
/0 0M Nb b N N b N N b= ⇔ + = + ⇔ + = ⇔ ∈N  
















2. Untuk  setiap  submodul    berlaku  jika    maka    atau 
. 
,U V M⊆ UV P⊆  U P⊆
V P⊆





2. R‐modul perkalian  \M N   tertutup terhadap perkalian (multiplicatively closed).  
3. R‐modul perkalian  ( )/M N  adalah daerah integral.  
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